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ZUSAMMENFASSUNG. Netze sind Verallgemeinerungen von Folgen. IThre Konvergenztheorie bie-
tet gewisse Analogien zu der von Folgen, liefert aber im Kontext allgemeiner metrischer und
insbesondere topologischer Raume grundlegendere strukturelle Einsichten. Im folgenden zeigen
wir elementare Resultate iiber Netzkonvergenz in metrischen Rdumen und einige Anwendungen
in der reellen Analysis. An geeigneten Stellen geben wir einen Ausblick auf das Verhalten von
Netzen in allgemeinen topologischen Rdaumen.

Dies ist eine Ausarbeitung zu dem Proseminar ,, Topological Spaces* bei Prof. Dr. Roch im
Wintersemester 2009/2010 an der Technischen Universitit Darmstadt.

1. NETZE UND KONVERGENZ

Definition 1.1. Eine gerichtete Menge (I, <) ist eine Menge I mit einer transitiven und induk-
tiven binidren Relation <:

(T) Fiir alle a,b,c€ I mit a <bund b < cgilt a < c.

(I) Fiir alle a,b € I gibt es ein ¢ € I, sodass a,b < c.

Bemerkung. Wenn auflerdem zuweilen klar ist, dass wir von der Richtungsrelation < auf I
sprechen, so kiirzen wir das Paar (I, <) mit I ab.

Beispiel.
e Es bildet IN mit der iiblichen Ordnung eine gerichtete Menge.
e Fiir einen geordneten Korper K mit x := (z1,...,2z,) € K" ist

r<y & x; <y firalei=1,...n

eine Richtung auf K". Diese Relation ist nicht total, d.h. es gibt Elemente in K", die
unter ihr nicht geordnet sind.

e Fiir eine Menge M ist die Potenzmenge P (M) eine gerichtete Menge mit der Teilmen-
genrelation A < B :< A C B. Denn fiir A, B € P(M) gilt stets A, B < AU B. Auch
definiert die Obermengenrelation A < B :< A D B eine Richtung auf P(M). Denn
analog gilt fir A, B € P(M), dass A, B < AN B. Diese Relationen sind ebenso im
allgemeinen nicht total.

Damit kénnen wir nun Netze definieren.

Definition 1.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein Netz (in X ) ist eine gerichtete Menge (1, <)
zusammen mit einer Abbildung (x;);cr: I — X. Synonym nennt man ein Netz auch Moore-
Smith-Folge. Analog zur Folgennotation schreiben wir fiir das Netz auch (z;) und x; := (x;)icr(j)
fiir den Wert des Netzes an der Stelle j.
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Definition 1.3. Sei p € X. Dann heifit ein Netz (z;);c; konvergent gegen p, wenn es fiir alle
€ > 0 einen Index ig € I gibt, sodass d(z;,p) < ¢ fiir alle ¢ € I mit iy < 1.

Beispiel.
e Fiir eine Menge M ist jede M-wertige Folge ein Netz mit der gerichteten Menge (IN, <).
e Sei [a, b] ein relles Intervall und P die Menge aller Zerlegungen von [a, b] gerichtet durch
die Teilmengenrelation. Fiir eine Funktion f: [a,b] — R ist die Abbildung einer Zerle-
gung auf eine Riemannsche Ober- oder Untersumme je ein Netz in R:

Lr:P =R, (0,....70) = Y _(zp — zp_1) - Inf{f(2): 3 € [mp_1, 2]}
k=1

Ur: P =R, (x0,...,2,) — Z(wk —xg—1) -sup{f(z): = € [xx_1,7k]}
k=1

Diese konvergieren genau dann gegen dieselbe reelle Zahl, wenn das Riemannsche Integral
ff f existiert und dann ist dieses auch der Grenzwert.

Satz 1.4 (Eindeutigkeit des Grenzwerts). Sei (x;);cr ein Netz in X. Fir p,q € X mit
(xi)er — p und (x;)er — q folgt p = q.

Beweis. Angenommen, es wire p # ¢. Dann héitten wir € := d(p, q) > 0. Nach Voraussetzung
der Konvergenz gébe es 71,10 € I mit

d(xlvp) < g und d(.’L’z,Q) < g

fir alle ¢ € I, die i1, 10 < 7 erfiillten. Aufgrund der Induktivitét der gerichteten Menge [ existierte
stets ein solcher Index . Damit implizierte die Dreiecksungleichung den Widerspruch

d(p,q) = ¢ < d(zi,p) + d(zi,q) <e.
Also gilt p=gq. O
Bemerkung. In allgemeinen topologischen Rédumen sind die Grenzwerte konvergenter Netze
nicht notwendigerweise eindeutig bestimmt. Aquivalent zur Eindeutigkeit ist, dass der Raum

die Hausdorffsche Trennungseigenschaft erfiillt, d.h. zwei Punkte lassen sich durch disjunkte
offene Umgebungen voneinander ,,trennen®.

Beispiel. Man beachte, dass konvergente Netze nicht beschrankt sein miissen. Dies zeigt etwa
das Netz (%)zeRH wobei R™ = (0,00) durch < gerichtet sei. Es gilt zwar (%)xelfﬁ — 0, aber

(%) o ist unbeschrinkt.

Dieses Beispiel deutet gleichzeitig an, wie sich Grenzwerte von Funktionen durch Netze beschrei-
ben lassen. Die folgende Liste bietet eine erste Ubersicht:

Beispiel (Klassische Funktionsgrenzwerte).
(1) Wir richten R* wieder durch die natiirliche Ordnung <. Sei f: RT — R eine Funktion
und p € R. Dann ist dquivalent:
() (f(2))ems — P
(i) Zu jedem £ > 0 gibt es ein xy € RT, sodass |f(z) — p| < ¢ fiir alle z € R mit
Ty < .
(iii) limg—eo f(z) =p
(2) Wir richten R* = R\ {0} vermittels
<y & |z]> |yl

Fiir eine Funktion f: R* — R und p € R sind &dquivalent:

(i) (f(2))zemx —p ,



NETZE IN METRISCHEN RAUMEN JONATHAN WEINBERGER

(ii) Zu jedem € > 0 gibt es ein 9 € R*, sodass |f(x) — p| < ¢ fiir alle x € R* mit
|zo| > |-
(iii) limg—yo f(z) =p
(3) Definieren wir auf R die Richtung
r<y e ol <y,
so ist fiir eine Funktion f: R — R dquivalent:
() (F(@))ock — p
(ii) Zu jedem € > 0 gibt es ein z¢ € R, sodass |f(x)—p| < € fiir alle z € R mit |zg| < |z|.
Sei im folgenden (X,d) ein metrischer Raum. Wir erinnern uns daran, dass ein metrischer

Teilmraum U C X eine Umgebung des Punkts p € X genannt wird, wenn U eine e-Kugel um p
enthélt.

Satz 1.5. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Das Netz (x;)ier konvergiert gegen p € X.
(ii) Zu jeder offenen Umgebung U um p gibt es einen Index ig € I mit x; € U fiir ig < i.

Beweis. Es gelte (z;)ic; — p. Ist U C X offen und p € U, so gibt es eine e-Kugel in U, die p
enthilt. Zu diesem ¢ existiert aus Konvergenzgriinden ein Index ig, sodass d(z;,p) < ¢ fiir alle
i mit i9p <4, d.h. z; € Bo(p) C U. Zur Umkehrung bemerken wir, dass (ii) insbesondere fiir den
Spezialfall offener Kugeln gilt. Dies ist gerade die Definition von Netzkonvergenz. O

Satz 1.6. Wir betrachten Y C X und p € X. Es ist p ein Berihrpunkt von Y genau dann,
wenn es ein Netz mit Werten in'Y gibt, dass gegen p konvergiert.

Beweis. Ist p ein Beriihrpunkt von Y, so gibt es bekannterweise eine Y -wertige Folge, die gegen
p konvergiert. Da jede Folge ein Netz ist, ergibt sich die Behauptung. Sei umgekehrt (z;);cr ein
Netz mit Werten in Y und (x;);e; — p. Fiir alle € > 0 gibt es also ein iy € I, sodass x; € B:(p),
falls 49 < 4. Daraus folgt B-(p) N'Y # (). Insgesamt liegt also in jeder e-Kugel um p ein Punkt
aus Y und daher auch in jeder Umgebung von p. O

Satz 1.7 (Netzstetigkeit). Eine Abbildung f: (X,d) — (Y,d') zwischen metrischen Riumen ist
genau dann stetig in einem Punkt p € X, wenn fiir jedes Netz (x;);c; mit Werten in X und
(23)ier —> p das Netz (f(x;))ier in'Y gegen f(p) konvergiert.

Beweis. Folgt fiir jedes Netz (z;)ier aus (z;)ier —> p, dass (f(zi))ier — f(p) gilt, so ist
f folgenstetig und damit stetig. Sei nun umgekehrt f stetig in p und (z;);er ein Netz, das
gegen p konvergiere. Dann existiert fiir alle € > 0 ein § > 0, sodass aus d(z,p) < ¢ fir z € X die
Abschétzung d' (f(x), f(p)) < e folgt. Nach Definition der Netzkonvergenz gibt es zu § ein iy € 1,
sodass fiir alle ¢ mit ig < 7 gilt d(x;,p) < 8. Also folgt aus Stetigkeitsgriinden d’ (f(x;), f(p)) <
fiir jedes ¢ mit iy < 4. Das bedeutet gerade (f(x;))icr — f(p). O

Bemerkung. Jede stetige Abbildung zwischen topologischen Raumen ist auch folgenstetig,
die Umkehrung gilt jedoch nicht. Der obige Satz bietet einen Ausblick auf die Tragweite des
Netzbegriffs. Denn ,Netzstetigkeit® im Sinne von Satz 1.7 ist in der Tat auch in allgemeinen
topologischen Réumen dquivalent zur Stetigkeit.

2. REELLWERTIGE NETZE

Satz 2.1 (Konvergenz der Summe von Netzen). Seien (I, <) und (J, X) gerichtete Mengen. Auf
dem Produkt I x J definieren wir eine Richtung durch

(i,5) < (',5) = i< undj=<j.
Seien (z;)icr — x und (yj)je; — y in R konvergente Netze. Dann gilt

(zi)ier + (Ys)jes = (i + Yj) G j)erxs — T+ Y.
3
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Beweis. Zu einer reellen Zahl 5§ > 0 gibt es nach Voraussetzung Indizes ig € I, jo € J, sodass
lz; — x| < § und [y; —y| < § fiir alle i mit i < ip und j mit j < jo gilt. Nach Definition der
Richtung < auf I x J gilt dann
€
i —al +ly; —yl <25 =¢
fiir alle Paare (4, 7), die (ig, jo) < (i,7) erfiillen. Die Dreiecksungleichung liefert

(@i +y;) = (@ +y)| < |z — 2|+ |y; —yl
und damit die Behauptung. O

Satz 2.2. Fir x € R" betrachten wir auf Vy := R"™ \ {z} die Richtung
zdpy ey —zf <z — =],

wobei wir abkirzend V fiir V schreiben und < fiir <. Dann definiert jede Funktion f: R™ — R
ein Netz (f(t))iev. Es gilt (f(t))iey — p genau dann, wenn lim;_,, f(t) = p.

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass < eine Richtung auf V' definiert. Seien y,vy’,y” € V mit
y <y, y 2y’ dh ||y —z| < |ly—2| und ||y —z| < ||y’ —z|]. Dann folgt aus der Transitivitéit
der Ordnung auf R, dass ||y” — z|| < |ly — z||, also y < y”. Dies zeigt die Transitivitit von
<C V x V. Zur Induktivitét betrachten wir z, 2’ € V mit e := min{||z — z||, ||z’ — z||}. Dann gilt
€ >0 und wir wihlen z” € Be (z). Wir erhalten [|z” — z|| < 5, also 2,2 < 2.

Sei nun (f(t))tey — p. Dann gibt es fiir alle ¢ > 0 ein ¢y € V, sodass fiir alle t € V mit
It — x| < ||to — || gilt |f(t) — p| < e. Setzen wir ¢ := ||tp — ||, so erhalten wir, ||t — x| < ¢
impliziert |f(t) — p| < e. Das bedeutet lim;,, f(t) = p. Sei nun umgekehrt lim;_,, f(¢) = p
angenommen. Fiir alle ¢ > 0 gibt es dann ein § > 0, sodass aus ||t — z|| < J folgt |f(t) — p| < e.
Wegen der Induktivitéitseigenschaft von < auf V' kénnen wir ein ¢y € V und stets weitere t' € V
festsetzen mit ||t — z|| < [[to — x| < J. Fiir diese gilt dann |f(t') — p| < € und damit folgt die
Behauptung (f(t))icy — p- O
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